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Til lzereren!

Haeftet her giver en oversigt over de faerdigheder, som elever forventes at mestre jeevnfgr
Undervisningsvejledningen fra Bgrne- og Undervis- ningsministeriet, og som med store fordele
kan Igses i et CAS-program.

Fgr eleverne kan arbejde med CAS skal de undervises i CAS.

CAS-programmer er komplicerede stgrrelser, som man ikke kan forvente elever finder ud af, af
sig selv - det er ikke en udvidet lommeregner.

Et CAS-program skal ikke opleves som en hindring for eleven! CAS skal falde lige sa naturligt
at anvende som lommeregneren, linealen og blyanten.

Men der er nogle faelder man som underviser bgr undgd; et CAS-program kan fx Igse en ligning,
men viser ikke hvordan ligningen lgses. | Maple kan eleven Igse en ligning af enhver slags, uden
at eleven behgver at vide hvordan og hvorledes. Med andre ord, det er vigtigt, at forstaelsen
er tilstede og metoden er gjort begribelig for eleven, fgr man kaster eleverne ud i anvende et
CAS-program som Maple - ellers opstdr en black-box, hvor eleven stoler pa resultatet frembragt
af CAS-veerktgjet, uden at reflektere nzermere over hvordan eller vide hvorfor.

Nar CAS bruges som et veaerktgj, eller et middel til matematikund- ervisning og laering, skal
du overveje, hvordan CAS bedst bruges sammen med dine andre undervisningsmidler, og vare
bevidst om, at ndr du medbringer et nyt vaerktgj, vil organiseringen af undervisningen ngdvendigvis
andres.

Vi har afprgvet dette haefte pa elever pd 8. og 9. klassetrin, for at sikre os, at sprog og indhold
er forstdeligt, og eleverne fgler, at de kan drage nytte af indholdet.

Vi haber at du og dine elever far udbytte af heaeftet.
Hilsen Jesper og Gitte fra SciMath



Foto: N. Azevedo fra unsplash.com

Hej! Vi er glade for at se dig.

Du har faet dette hafte, fordi du skal laere at bruge CAS-programmet Maple til at arbejde med
chancer og sandsynlighed.

CAS er en forkortelse for Computer - Algebra -System.

Et CAS-program et et skriveprogram specielt til matematik, lige som f.eks. det Word eller
Google Docs du bruger til at skrive dansk, tysk eller engelsk i.

Fgr du gar i gang med haeftet, vil vi lige minde dig om, at du skal arbejde i dit eget tempo, og
huske at laese, hvad der star pa siden! Det er for at sikre, at du far mest muligt ud af dit
selvstudie.

Det er ikke fordi det er svaert at bruge Maple, men som alt andet kraever programmet gvelse.
Ogsé her gelder; gvelse ggr mester!

Tilbage er bare at gnske rigtig god forngjelse.



Om Dette haefte

Fgr vi starter, skal vi tale kort om dette haeftes opbygning, og
om nogle af de begreber vi har valgt at bruge.

== BlUE== Lo >

—= ; Kontekst
Arbejdshord afhaengig
menu
Pdaie;nter

Ovenfor pa billedet ser du Maples Arbejdsbord. Det er her
magien sker; det er her du regner, skriver og laver dine grafer,
diagrammer og konklusioner.

Paletterne til venstre er dine personlige veerktgjer. Dem
indretter du selv, s du kan finde rundt i dem - for Maple er
dit veerktgj du tilpasser til dig, ikke et du skal tilpasse dig til.

Den Kontekstafhangige Menu til hgjre, er en dynamisk
menu, der foreslar veerktgjer der kan hjlpe dig med at Igse dit
problem, eller hjeelpe dig med dine undersggelser, alt afhaengigt
af, hvad du arbejder med pa dit arbejdsbord.

Heeftet er inddelt i kapitler, der opbygget som opskrifter du
kan fglge. Vi anbefaler at du arbejder haeftet igennem, og
ellers gemmer det, sd du kan bruge det som et opslagshafte,
til ndr du skal undersgge en bestemt opgavetype.

Yderst tilhgjre, har vi gjort plads til dine noter. Et lille tip!
Brug forskellige farver til hvert kapitel, sa er det hurtigere at
finde rundt i dine egne noter, og nemmere for dig at huske,
hvor netop det du skal bruge star henne.

Dine noter:

mine ezjme neg



Dine noter

F@r vi begynder, skal vi vaere enige om et szt begreber og
definitioner, séledes at vi sikrer os, at vi forstar ordene pa
samme made.

Lan: Et I&n er en aftale mellem to, hvor den ene, kaldet
langiveren, udlaner et pengebelgb, og den anden, kaldet |dntageren,
aftaler at betale det lante tilbage.

Rente: Renten er den pris, du betaler ldngiveren for at ldne
penge, eller ldntageren betaler dig for at l&ne dine penge (fx
retten til at rdde over din bgrneopsparing til den dag du fylder
18)

Renten er altid en procentsats (fx 1% p.a - dvs.du far 1% i
rente af det belgb, der stdr p4 din konto om é&ret). Den rente,
der er tilknyttet et 1an, kaldes ofte for den pdlydende eller
nominelle rente.

Grundlaeggende findes der to typer renter:

e Fast rente: Nar du indgér en ldneaftale om en fast rente,
&ndres lanets procentsats ikke i ldnets Igbetid.

e Variabel rente: Hvis du indgar en ldneaftale med variabel
rente, kan renten a&ndres, i Igbet af ldnets Igbetid.

Afdrag: Nar du har en aftale om, hvor meget du betaler af pa
lanet, typisk pr. maned, indtil at Idnet er tilbagebetalt.

Labetid: Lanets Igbetid daekker over, hvor lang tid du skal
betale afdrag og renter for et 1an, fgr du har betalt Idnet tilbage.

Geald: Gzld er de penge, du skylder, eller de penge, nogen
skylder dig.
Restgald: Restgald er det belgb du skylder pd et lan.

p.a.: Forkortelsen p.a. stér for pro anno, hvilket er latinsk for
pr. & (om &ret/ &rligt).



Begreber og definitioner
Dine Noter

AOP: Arlige omkostninger i procent - dvs. de samlede omkost-
ninger lanet koster dig om aret incl. gebyrer.

Nar du kigger pd Idn i en udlansvirksomhed, fx en bank, skal du vaere
mere opmaerksom p& AOP end p& rentesatsen. Nogle udl&nsvirksomheder
lokker med en lav rente, men har en hgj AOP. P& den made ender du
med at betale mere, end hos udlansvirksomheder med en lidt hgjere
rente, men til gengaeld lavere AOP.

Startbelgb: Startbelgbet er det belgb du enten sztter i banken eller
ldner.

Slutbelgb: Slutbelgbet er det belgb du kan hzeve i banken, efter at
det er blevet tilskrevet renter, eller det belgb du skylder, efter at du
er blevet opkraevet renter.

Annuitetslan: Et annuitetslan, er en ldntype, hvor du betaler samme
ydelse gennem hele l&nets Igbetid.

Amortisering: tilbagebetaling af geeld i regelmaessige rater.

Renters rente: er renterne af allerede eksisterende renter.



Dine noter
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Maple kan hjzlpe dig med at udfgre beregninger, der handler
om lan og renter.

| dette haefte skal du anvende pakken with(finance). En pakke
skal du opfatte som et seet ekstra funktionaliteter du kan kalde
frem, og dermed fa endnu flere muligheder med Maple.

-

DEESE xEE s BT>SEE Gad 0 10%C 2 QQA Q= =
=l === BIUE== LA 5 <
™ | \with(Finance) :

Suturevalue(10000, 0.05, 7)kr = 14071.00423 kr

Bk e G 21 P 5 T3 T . W,

Pakken og de kommandoer du skal bruge
til dette heefte, henter du ved at skrive
with(finance): i arbejdsbordet, fgr du
begynder dine beregninger.

| eksemplet herover, som vi gennemgar i
naeste kapitel, har vi brugt kommandoen
futurevalue til at beregne, hvor meget
10.000 kr er vokset til efter 7 &r, hvis
renten er 5% p.a.

Det kan kun lade sig ggre, fordi vi har
hentet pakken with(finance): fgrst.

Pakken with(finance): kan bl.a. hjzelpe dig med at beregne
den aktuelle veerdi, den samlede veerdi af renter, voksende
renter, den samlede gaeld, eller fx hvor lang tid du skal bruge
til at betale din geeld af.

Som udgangspunkt vil vi i alle beregninger antage, at vi laner
10.000 kr til 5% p.a. i rente, for at ggre det lettere at
gennemskue.



Procent kommer af det latinske pro centum, der betyder »pr.

hundrede«. F.eks. betyder 5% »5 pr. hundrede«, dvs. 5
hundrededele, eller sagt pd en anden made:

5% = 0,05

5 —
100
Som du kan se, kan du altsd erstatte %-tegnet med en division
med hundrede.l Maple kan du ikke regne med procenttegnet,
du er derfor ngdt til at skrive brgken eller decimaltallet, nér du
skal regne med procent.

Vil du omregne et given tal om til procent, skal du du regne
baglaens, altsd;
005 =005 120 _ 905100 _ 5 _
U7 400 0 100 100 7
Ofte drejer procentregning sig om at finde ud af, hvor meget
en procentdel af en given stgrrelse er. | Maple kan du ggre
dette ved at anvende sztning:

Procentdel af en given stgrrelse

n% af en et given stgrrelse Ky udregnes ved;

Eksempel:

Hvor meget sparer du, hvis en jakke til 500 kr. seettes 5%
ned?

Besparelsen udregnes ved at benytte formlen.

2500

5
B | = — - 500kr = kr = 25kr.
esparelsen 100 r 100 r r

- du sparer altsd 25 kr, hvis du far 5% i rabat.

Dine noter

11



Dine noter
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Man kan ogsa veere interesseret i at finde ud af, hvor mange
procent en given stgrrelse udggr af en anden. Dette ggr du
sdledes:

Procentdel K; ud af Ky

Hvor stor en procentdel Ky udggr ud af Ky udregnes ved;

Eksempel:
Hvor stor en procentdel udggr klassens 25 elever ud af skolens

620 elever?
Eleverne udggr:
25

520 100% = 0.0403226806452 - 100% ~ 4, 03%

| Maple ser det séledes ud:

B

CEE wp BT S EE Gas 1 O%C & QAA O

(= Tamx )
]

= (oo B[ U 5= Lo EE «
25
620 100=4.03

= Bt i etest e Gy el 271 Homory L6 Trnes .20 Zoo 50% Nt

Altsd udggr klassens 25 elever ca. 4.03% ud af skolens samlede
antal pd 620 elever.

Det er vigtigt at huske pa, at det ikke er tallenes stgrrelse, der
bestemmer, hvilket tal, der skal deles med, men at man altid
deler med det tal, der skal sammenlignes med.

Vi har lige set pa, hvordan man finder en bestemt procentdel
af en stgrrelse, og hvordan man beregner, hvor mange procent
en stgrrelse udggr af en anden.

Du vil ofte komme ud for, at du har brug for at beregne, hvad
en stgrrelse vokser til, ndr du leegger en procentdel til, eller
hvor mange procent en stgrrelse er stgrre (eller mindre) end
en anden. Det kalder man for procentvis veekst.



Procentvis tilveekst

Lad os indledningsvis starte med et taleksempel; vi skal lzegge
5% til 120 kr. Det ggr vi ved fgrst at finde 5% af 120 kr:

5
> 120k — 6kr.
100 TR

- derefter laegger vi de 6 kr. til det oprindelige belgb pd 120 kr
og far resultatet;

120kr + 6kr = 126kr.

Denne fremgangsmade er noget besveerlig, iszer hvis du skal
lzegge en procentdel til flere gange — det kunne f.eks. veere,
hvis du skulle finde ud af, hvor mange penge, der stér pa en
konto efter 1, 2, 3 eller flere &r.

Heldigvis kan metoden forsimples. Skriver man de to ovenstdende
trin sammen, kan man se, at for at laegge 5% til 120 skal man
udregne:

5
120kr + | —— - 120kr
100

- saetter vi 120 uden for parentesen, og udregner brgken, far vi;
120kr - (0,05 + 1) = 120kr - 1,05

Ud fra ovenstdende udregning ses, at man skal gange de 120
med 1 + 0,05 = 1,05 for at laegge 5% til.

Vaekstraten er tallet r som angiver den brgkdel, en stdgrrelse
vokser med (regnet med fortegn).

Tallet 1,05 kaldes for fremskrivningsfaktoren, det giver os
anledning til at definere fremskrivningsfaktoren saledes;

Fremskrivningsfaktoren

Fremskrivningsfaktoren er tallet a givet ved;

a=1+r, hvor r er renten.

Eksempler hvor vi finder vaekstrate og fremskrivningsfaktor:
Hvis en stgrrelse vokser med 5% er vaekstraten; r = 5% = 0,05
Fremskrivningsfaktoren aer; a=1+r=1+0.05 = 1.05
Hvis en stgrrelse falder med 5% er vaekstraten; r = —5% =
—0,05

Fremskrivningsfaktoren aer; a=1+(—r) = 1—0.05 = 0,95

Dine noter

13



Dine Noter
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Lad os tage et par almindeligt forekommende eksempler, du
ofte vil stgde p&; Der skal laegges 25% moms pé en vare til
500 kr. Hvor meget kommer varen til at koste?

Vi benytter os af, at vi kan bestemme fremskrivningsfaktoren
ved;

1+0,25 =1,25,
- 0g ganger decimaltallet med 500 kr og far;
500kr - 1,25 = 625kr.

Vi har altsd benyttet os af fglgende definition;

Laegge en procentdel til en stgrrelse

Skal man laegge en procentdel til en stgrrelse Ky far man den
nye veerdi K ved;

Ki = Ko - a, hvor a er fremskrivningsfaktoren

Lad os benytte definitionen til at beregne et andet eksempel,
hvor vi skal finde, hvor mange procent en stgrrelse er mindre
end en anden.
En vares pris falder fra 180 kr. til 150 kr. Hvor mange procent
er prisen faldet?
For at kunne regne det procentvise fald ud, skal vi fgrst finde
fremskriv- ningsfaktoren.

Kj

Vived Ki = Ky - = —
| ve! 1 orda=a Ko

Nu kan vi beregne fremskrivningsfaktoren ved;

a= 20 _ 483
180

Da dette er en fremskrivningsfaktor, beregner vi vaekstraten
séledes;

r=a—-1=r=0,83—-1=0.17

Varens pris er altsa faldet med 17%.



Renteformlen

Vi er ved at vaere i mél. Vi kan med den viden vi har nu, slutte
os frem til renteformlen.

| det foregdende afsnit beskrev vi, hvordan man laegger en
procentdel til en given stgrrelse. Men det kan ske, at du skal
legge en procentdel til flere gange. Hvis du f.eks. saetter
penge ind pa en konto, der giver renter, og skal regne ud, hvor
mange penge der stér efter 2, 3 eller maske 5 &r.

Hvis du saetter 10 000 kr. ind pd en konto, der giver 5% i
rente p.a., hvor mange penge har du sé i banken 2 ar?
Bruger vi vores viden om fremskrivningsfaktoren, ser vi, at
vi skal gange de 10.000 kr. med fremskrivningsfaktoren a =
1+ 0,05 = 1,05, for at finde belgbet efter 1 dr. Det belgb vi
udregner skal vi sd igen gange med 1,05 for at finde belgbet
efter 2 dr. | alt skal vi altsd gange 10.000 kr. med 1,005 to
gange:

10.000kr - 1,05 - 1,05
Som du ser, skal vi altsd udregne;
10.000kr - 1,052 = 11025kr

sd efter 2 dr star der 11025 kr. pad bankkontoen.

Dette giver os anledning til at definere den formel, som kaldes
rente- formlen.

Renteformlen (vaekstformlen)

En stgrrelse Ky der vokser med vaekstraten r pr. termin, er
efter n terminer vokset til:

Vi skal i de fglgende kapitler beskaeftige os med renteformlen,
0gsd kaldet vaekstformlen, uden at bruge den. Det er fordi at
Maple anvender nogle kommandoer til beregningerne, frem for
at du skal huske og skrive formlerne.

Vilagger ud med at anvende kommandoen furturevalue(Ky, r, n)
til at beregne eksemplet fra fgr, hvor vi satte 10.000 kr. i
banken i to ar til en rente pa 5% p.a.

Vi anbefaler, at du starter Maple pd din computer og afprgver
eksemplerne som de kommer, pd den made far du et bedre
indblik i, hvordan du skal ggre i Maple.

Dine noter

15



Dine noter

Du har sat 10.000 kr i banken. Du far 5% i rente p.a. og vil
nu gerne beregne, hvor meget de titusinde kroner er vokset til,
hvis du lader dem std i banken i to ar.

Fgr du kan begynde, skal du forberede Maple pa, at du vil
arbejde med l&dn og renter. Det ggr du ved at skrive;

with(Finance): og afslutte med Enter (J)

Du har nu hentet et szt af kommandoer ind i Maple, der
bruges til finansiel regning. Vi skal ikke bruge dem alle, men
hvis du vil se, hvor mange kommandoer du rdder over, kan du
lade veaere med at seette kolon(:) efter with(Finance).

Den kommando vi skal bruge hedder futurevalue (oversat;
fremtidig veerdi). Kommandoen kan ikke std alene, men
skal have nogle vaerdier at arbejde med. Syntaksen (hvordan
kommandoen opbygges) er;

futurevalue(startbelgb, rente, terminer)



Hvad stdr der p4 min konto - 1

Heldigt for dig, kender du belgb, rente og Igbetid og kan satte
vaerdierne ind i Maple. Du skriver derfor;

Dine noter

i o e BIUBE=E 44 S <
with( Finance) :

futurevalue( 10000, ISW 2 )kr =11025 kr

Bk e G 21 P 260 T T . W,

Efter du har afslutter med Enter(d), beregner Maple, at hvis
du saetter 10.000 kr i banken til en rente p& 5% p.a., vil du
efter 2 ar kunne haeve 11025 kr.

Inden vi fortseetter,er der et par ting du skal haefte dig ved;

e procenten skrives som en brgk, eller det tilsvarende decimaltal
- du kan altsd ikke skrive 5%.

e hvis der er for mange decimaler i resultatet, skal du huske
at fixe det under Number Format i den Kontekstafhaengige
Menu til hgjre for arbejdsbordet.

En sidste ting, i dette lille eksempel, du skal vaere opmarksom
pd; vi snyder lidt nar vi siger at Igbetiden er 2 &r. | virkeligheden
er det sidste tal du tilfgjer til kommandoen, antallet af terminer,
dvs. hvor mange gange renten tilskrives i Igbet af et &r. | dette
eksempel gér vi ud fra, at renten kun tilskrives (dvs. laegges til
belgbet) en gang om &ret i to &r.

Sadan forholder det sig sjeldent (faktisk kun i matematikbgger),
i virkeligheden tilskriver banker Banken renter pd indlan eller
udlan enten manedsvis, kvartalsvis, halvarligt og sjaeldent arligt
- nogle endda pd daglig basis.

Skulle det forholde sig sdledes, at banken benytter sig af
kvartalsvise rentetilskrivninger, ville regnestykket skulle skrive
sdledes. . .

0.05
futureva/ue(lOOOO,T, 8)kr = 11044, 86kr
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Hvad stédr der pa min konto - 1
| Maple ville det se séledes ud;

DEBIS@ x58 & BT EE ¢ao 11 0%C & QA4 @ =
= o= BIUEE= 1250 <
with( Finance) :

futurevalue( 10000, % 8 ] kr=11044.86 kr

Dine noter

Bk e Gl 21 T T L T e Wb

Tallet 10000 svarer til det belgb du har sat i banken (eller
skylder bort).

: o 5
0.05 svarer til 5%, der jo igen svarer til m.Udregner du
brgken far du 0,05.

Procenterne udregnes p.a., derfor da rentetilskrivningen er
kvartalsvis, og der er fire kvartiler pa et &r, deles de 5% med
fire, sdledes at der hvert kvartal beregnes en rente pd 1,25%.

Tallet 8 er antallet af terminer (= antallet af rentilskrivninger)
pa to ar.

futurevalue er kommandoen der beregner renters rente, og
finder det du skylder, eller har indestdende, efter n terminer.
Kommandoen erstatter vaekstformlen:

K=K -(1+r)"

Seetter vi tallene ind i vaekstformlen far vi ligeledes:

0.05
10000 - (1 + W)Bkr — 11044.86kr

Hvilken fremgangsmade du vil bruge, er op til dig; om du vil
skrive vaekstformlen eller anvende kommandoen.

Prgv selv! Du har sat 15.000 kr. i banken. Du far 5% i rente
p.a.. Der er rentetilskrivning to gange om aret. Hvor meget
er de 15.000 kr. vokset til efter 5 &7 10 &7 15 ar?

M TS EIY'TE = 48 GT "M GCT'6.5¥C = 48 0T "M LZ'TOC6T =48 §



meget der er pd en konto, eller hvor meget du skylder, efter
et, to eller tre &r.

Nogle gange, skal du beregne, hvor meget der star pd kontoen,
eller du skylder, efter f.eks. 10 maneder eller 1 &r og 4 maneder.

Du har sat 10.000 kr i banken, og far 5%
p.a. i rente. Hvor meget er dine 10.000
kroner vokset til efter 10 médneder?

Fgr du gar igang, skal du forberede Maple
pa, at du vil regne med penge og renter
ved at skrive:

with(Finance):
Nar du skal beregne, hvor meget der stér pa din konto efter 10
méneder, skal du fgrst regne ud, hvor stor en brgkdel 1 maned

udggr af et helt dr, og gange dette med renten.

1
Renten for en méned = Tl 0.05 = 0, 0042

19

Dine noter



Dine noter
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Hvad star der p4 min konto - 2

Vivil ggre brug af samme kommando fra fgrste kapitel; fututurevalue.
Som du husker, var kommandoens syntaks:

futurevalue(belgb, rente, antal terminer)

Vi kender tallene, sd lad os regne ud, hvor meget du har
indestdende efter 10 maneder (10 terminer a 0,042%);

B o BT>SE= Gnd 11 O%C & QAR 0 = =)
i = BIUEE= L2 50 <
with(Finance) :

futurevalue(10000, 0.0042, 10)kr = 10428.03 kr

Bk e G 21 Py . T T . W,

Dine 10.000 kr. er altsd vokset med 428 kr. og 3 gre efter 10
maneder, og der star nu 10.428,03 kr. pa din konto.

Nu er det din tur.

1) Forestil dig, at du har sat 5000 kr. i
banken til 5% p.a. Du gnsker at beregne,
hvor mange penge du har i banken efter
10 maneder.

Hvordan ggr du det? Hvor meget har du
i banken?

2. Du beslutter dig for, at du vil bruge
pengene pd en ferie om et ar og seks
maneder.

Hvor meget er de 5000 kr. vokset til nu?
Som du sikkert allerede har gennemskuet, er dette et drgmme-

scenario. Din bank giver dig normalt ikke renter for at saette
penge i banken.

Renten er for tiden (2022) som regel = 0%

B 08'T6ES (T M TO'PITS (T :3oed



Da du tjekker din konto, s;ar du, at du har 14.071 kr. stdende.

Du ved du far 5% p.a. i rente, renterne tilskrives arligt og
pengene har stdet urgrt pd din konto i 7 ar.

Nu spgrger du dig selv; hvor mange penge satte jeg mon i
banken for syv ar siden?

Du satter dig hen til din computer og dbner for Maple. Du
fortzeller Maple, at du vil regne med penge og renter ved at
skrive;

with(Finance):

Du fortsaetter med at skrive kommandoen presentvalue - du
ved at kommandoens syntaks er;

presentvalue(slutbelgb, rente, terminer)
og skriver derfor i Maple:
presentvalue(14071, 0.05, 7)kr = 10000.00kr

Du satte altsd 10.000 kr. ind pa din bankkonto for syv ar siden!

Dine noter

21
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Hvad stod der pd min konto?
| Maple ser det saledes ud;

Dine noter

, i o= BIUE== L4 = <
= with(Finance) :
===—|| presentvalue(14071, 0.05, 7)kr = 10000.00 kr

Nu kan du allerede to vigtige kommandoer:

futurevalue(startbelgb, renter, terminer) og presentvalue(slutbelgb,
renter, terminer)

Nu er det pa tide, at du saetter din nye viden pa spil, det er
din tur!

1) Dine foreeldre satter penge ind pé en
bgrneopsparing til en rente pd 4% p.a.
med en arlig rentetilskrivning. Efter 4 ar
pa din 18 ars fgdselsdag, kan du have
17.547,88 kr.

Hvor meget satte dine foraldre ind pa
kontoen?

2) Du ombestemmer dig, og vaelger fgrst at haeve bgrneopsparin-
gen pa din 21 ars fgdselsdag.

Hvor meget star der pa kontoen, pa din 21 ars fgdselsdag?

(1 868€L°6T) M 6£L61 (T » 000°GT (T



Dine noter

Du har sat 10.000 kr. i banken og far
5% p.a. i rente det fgrste ar, 4% de
naeste fire ar, men kun 0.5% de sidste
to &r. Der er &rlig rentetilskrivning.
Hvor meget er de 10.000 kr. vokset til
efter de syv ar?

Denne gang kan vi ikke benytte os af
en enkelt kommando, men ma enten
anvende kommandoen futurevalue tre gange, og laegge de tre
resultater sammen, eller anvende renteformlen:

K-(14r)™.(1+r2)™2.(1+r3)™

Lad os starte med at bruge Maple til at regne belgbets stgrrelse
efter syv r. Vi benytter os af kommandoen futurevalue(startbe-
lob, rente, terminer)

DOEIEE &iE & BT>. S EE ¢as 1 10#C & QAQ @ =
i ) 1= V= <
with(Finance) :

Sfuturevalue(10000, 0.05, 1)kr = 10500.00 kr

Sfuturevalue(10500, 0.04, 4)kr = 12283.51488 kr
Sfuturevalue(12283.51488, 0.005, 2)kr = 12406.66 kr

=y [Ty P 2 T 1 s . W

For at beregne slutbelgbet, er vi ngdt til at anvende kommandoen
futurevalue tre gange, og for hver gang, fgre slutbelgbet fra
den forrige periode over i den nye periode.

Lad os nu prgve at anvende renteformlen.

23
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Hvad star der pa min konto 3
Renteformlen var:

K-(1+r)™. (14r2)™ . (1+r3)"

K er startbelgbet, altsd de 10.000 kr.
r er renten, rl er de 5%, r2 er de 4% og r3 sdledes de 0.5%
n er antallet af terminer, n1 = 1, n2=4 og n3 = 2.

Skriver vi tallene ind i formlen i Maple, ser det sdledes ud:

*

e 60t Vew imers formt_ bt Too Wadow ey Iy

NEFEE <&@ &2 BIT) S EE cad W1 O%C @ QAR @ ==
=== BIUE== X2 5 «

10000 kr- (1 4 0.05)" (1 + 0.04)* (1 + 0.005)? = 12406.66 kr

Hvis du sammenligner de metoder og deres resultater, sa vil
du opdage, at begge metoder giver samme resultat. Hvilken
metode du vil anvende, skal du selv velge.

Din tur!

1) Du har sat 5000 kr. i banken. Du far
5% p.a. med &rlig rentetilskrivning i rente,
2% de naeste tre 8r og 0.75% det sidste
ar.

Hvor meget er de 5000 kr. vokset til efter
de fem ar?

2) Du har 30.000 kr. i banken til en rente
p& 0%. S& @ndrer banken sin politik, og
du skal betale en negativ rente pd —0,5%

p.a.
Der er arlig rentetilskrivning.

Hvor meget star der pd kontoen efter fem ar?

jobuad esyje Joqe np - 4y G2°002°62 (¢ €T°€196G (T



Et annuitetslan er et 1an, hvor du betaler samme ydelse gennem
hele lanets Igbetid, Det far den betydning, at du betaler mindre
i afdrag pd lanet i starten af ldnets Igbetid end i slutningen.

| starten, hvor du endnu ikke har betalt s& meget af pd lanet,
sd vil en stor del af Idnet veere renter.

| takt med at lanet tilbagebetales, sa vil rentebetalingen bliver
mindre, hvilket giver plads til, at du betaler mere af pd gaelden
- man kan sige, at med et annuitetslan, betaler du renterne,
fgr du for alvor afdrager pa, hvad du skylder.

B Afdrag
M Rente

Med et annuitetslan betales lanet kun ganske langsomt tilbage
i starten af lanets Igbetid, mens der betales langt hurtigere
tilbage i slutningen af lanets Igbetid.

Fordelen ved at optage et annuitetsldn er, at du nemmere kan
lzegge et budget, da betalingerne er de samme maéned efter
méned. Af samme grund er stort set alle privatlan annuitetslan
- dette geelder f.eks. billan og realkreditlén.

Du har brug for penge til en ny computer,
og du I&ner derfor 10.000 kr. til 5% p.a.
i rente over to &r i din bank. Hvor meget
skal du betale i afdrag hver méned, hvis
alle afdrag skal veere lige store?

Fgr vi kan gé i gang, skal du forberede
Maple pa, som altid, at du vil regne med
penge og renter ved at skrive;

with( Finance):

Dine noter
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Annuitetslan

Vi skal bruge kommandoen annuity i Maple. Kommandoens
syntaks er;

belgb = annuity(ydelse, rente, terminer)

| dette tilfelde, er vi interesseret i, hvor stor en ydelse vi skal
betale hver maned, nar vi optager ldnet p& 10.000 kr. til
en rente pd 5% p.a. med en Igbetid pd to & og manedlig
rentetilskrivning.

Ved at satte de tal vi kender ind i syntaksen;

. 0.05
10000 = annuity (ydelse, ETR 24)
opdager du hurtigt, at det er en ligning der skal Igses, hvor du
skal finde ydelsen (x) - du skriver derfor i Maple:

*

DBEESE iHE «» BT>S E= ¢ad 11 0%C $ QRQ 0 =

1 =ow e B UE== L2 2 <
\with(Finance) :

‘ solve( 10000 = annuity[x, %, 24) )kr =438.7138645 kr

L
‘.M Bk e G e 21 P T 1 T .

...og finder at den manedlige ydelse er 438.71 kr.

Du kan ogsd i stedet vaelge at bruge annuitetsformlen:

1—(1+r)"
Ky — k(D"
r
Ko = 10000
K = belgbet vi sgger (x)
r= renten

n = antal terminer.

Ogsé her opdager du hurtigt, at det er en ligning du skal Igse,
og skriver derfor i Maple (se neeste side):



Annuitetslan

*

j@gﬁgél?é‘ KEE ap BT S == Gad Il | O%C & QAR @ =

i e BIUE== LA B <
with(Finance) :
-24
1—|1+ Oi(;S
solve| 10000 = x- kr=438.7138637 kr
0.05
12

b=y Bk e G 21 P T i T . W,

Resultatet er naesten det samme, med nogle fa afvigelser pa de
to sidste (ubetydelige) decimaler. Ogsd her har du beregnet,
at den manedlige ydelse er 438,71 kr

Indrgmmet, bade annuitysyntaksen og
annuitetsformlen er »tricky« bade at huske

Et ti og skrive.

— Jeg selv foretraekker annuitysyntaksen, og
(®©® har tilfgjdet den til min Tasks.

qu Ved du, hvordan man ggr det?

k\ Du skriver annuitysyntaksen som i

eksemplet. Markerer hele formlen med
alle kommandoer, og hgjreklikker pa det
markerede.

| rullemenuen veelger du Create Task og givder den et navn -
f.eks. Annuitet.

Nu kan du nemt skrive og genbruge formlen, ved at klikke pa
navnet i panelet Tasks, ved at

bytte tallene ud med nye veerdier..

Din tur!

1) Du laner 120.000 kr. til en rente p& 12,9% p.a. over 80
maneder. Hvor meget skal du betale hver méned, fgr at lanet
er tilbagebetalt?

2) Du laner 5000 kr. til en rente p& 15% p.a. over 6

maneder. Hvor meget skal du betaler hver maned, fgr lanet er
tilbagebetalt?

B 21'0.8 (T M 06'evee (1

Dine noter
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i

Du vil gerne spare 1000 kr. op hver méned til en ferie om to
&r. Din bank giver dig 5% p.a.

Hvor mange penge har du pa kontoen efter to ar?

Det siger sig selv, at idet du indbetaler hver mdned, tilskrives
der ogsa renter hver méned.

Maple har ikke en kommando til dette problem, s& vi ma ty til
formlen for opsparing;

14+r)"—1
ko, (et

K er det belgb vi gerne vil beregne, y stédr for den manedlige
ydelse, altsd indbetaling, r for renten og n for antallet af
terminer.

Vi sztter de veerdier vi kender ind i formlen, og skriver i Maple;

*

DEEEE &iE «» BT>.SEE ¢as 1 10%C & QA] @ =

o= e BIUE== LA S5 .
0.05 \**
) T
1000- 005 kr=25185.92256 kr
‘ 12

=y [Ty P T 16 . W

Du har altsa opsparet 25.185,92 kr.




Du vil gerne spare 10.000 kr. op til en ferie om to ar. Banken
tilbyder en rente p& 5% p.a.

Hvor meget skal du indbetale pa din opsparingskonto hver
maned?

Du skal benytte samme formel for opsparing som fgr, for Maple
har ikke en kommando, der kan udfgre beregningen for dig.

1+r)"—1
K:y~%

K er det belgb vi gerne vil spare op, y er den manedlige
indbetaling vi vil foretage os, r er renten og n er antallet af
terminer.

Da vi denne gang skal finde ydelsen, og allerede kender resultatet
af beregningen, nemlig 10.000 kr, er det vi skal Igse en ligning.
Vi saetter de veerdier vi kender ind i formlen, og skriver i Maple;

ca

Du skal altsd indbetale 397,05 kr. hver méned i to &r, for at
have 10.000 kr. pa kontoen.

Dine noter
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Opgaver til opsparing 1 og 2
Du kender nu to méder at beregne opsparing pa.
En metode, du skal bruge nér du vil finde ud af, hvor meget

der star pa din konto efter et stykke tid, hvis du indbetaler et
fast belgb.

En metode til at finde ud af, hvad du skal indbetale, for at
opspare et bestemt belgb med den samme indbetaling hver
maned.

| begge tilfaelde skal du bruge samme opsparingsformel, nemlig:

14+r)"—1
Koy L

Nu er det din tur til at bruge den viden, du har opnaet.

1) Du vil gerne spare 500 kr. op
hver méned til den nye Smartphone som
kommer om et &r. Din bank giver dig 4%
p.a.

Hvor mange penge har du efter et ar?
2) Smartphonen koster 6100 kr. Har du
penge nok?

3) Du vil gerne spare 800 kr. op hver
méned til en ny IMac. Din bank giver dig
2.79% p.a.

Hvor mange penge star der pd kontoen efter tre ar?

4) Du vil gerne spare 5000 kr. op til en ny Smartphone som
kommer om et &r. Din bank giver dig 4% p.a.

Hvor mange kroner skal du indbetale pa din opsparingskonto
hver maned, for at spare 5000 kr. sammen pa et ar?

5) Du finder ud af, at 64 GB plads er for lidt, og bestemmer
dig for at spare sammen til modellen med 128 GB plads.

Desveerre koster den 1500 kr. mere. Hvor meget skal du nu
spare op hver méned, for at have rad?

D 80'60Y (¥ 08°1ES (G
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Du har vundet 10.000 kr. i Lotto, og har taenkt dig at bruge
dem jaevnt hen over dret.

Hvormange penge kan du fa udbetalt hver maned, nar pengene
er sat ind pa en konto, der giver 5% p.a.?

Maple har ikke en kommando, der Igser opgaven for dig, men
du kan beregne belgbet, ved at anvende formlen;

A=+

K=y P

K er belgbet du vil fordele, y er ydelsen (den ukendte), r er
renten og n er antallet af terminer - her 12, da der er 12
maneder pa et &r, og vi gnsker at fordele de 10.000 kr. med
samme belgb hver méned.

Vi saxtter veerdierne ind i vores formel i Maple, og opdager at
vi skal finde ydelsen y i formlen, men kender K. Vi har derfor
en ligning og skriver:

ryzT—
Fle G View et format_Gakate Took Window ey e

DBEEE «5& &» BT>Z == <o Il 1 O%C & RAQ @
= om e —eo BJJU H== L& =i 7l
-12
0.05
I—[1+ D)
solve| 10000 = y- 0.05 , {y} | = {y=2856.0747500}
12

= @ e e ot G e e Mo 34 T T 0% Wb

Du far altsd udbetalt 856 kr. hver maned i 12 maneder.

Dine noter
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Forbrug

Din tur!

Du er heldig og vinder 49.000.000 kr. i
Lotto! »Nu behgver jeg ikke at arbejde
resten af dit livl«, teenker du.

Du forventer at blive 100 & gammel, og
forhandler en indldnsrente med din bank
péd 3%.

Hvor mange kroner har du til dig selv, hver
maned i resten af dit liv?

Vurder om 49.000.000 kr. er nok til, at du kan leve resten af
dit liv for gevinsten, uden at matte arbejde.

‘Al Up Je udlsad splegJe je oy addijs uey np 1e
‘113 jou 19p J2 ‘1BIpEpPISAO J9BaW ISAS| NP 24puIl PN

“UspaugW Wo "Iy TT6°CET Heqpn
19p JOAIB USJWIOY | puUl 1BG "JopauBW OZOT BsHe ‘Je Gg nupus
99| 3B NP JOIUSAIOS 'JSPUIA NP BP B GT 49 'SY9°} NP SIAH

Nu kan du jo sd overveje, hvor mange
penge du skal vinde, hvis du forventer at
blive 100 d&r gammel, og du gerne vil slippe
for at arbejde resten af dit liv.

| dit tankeeksperiment, bliver du ngdt til
at undlade at tage hensyn til faktorer som
inflation og devalueringer (kronen er ikke
sd meget vaerd).

Snak evt. med dine foraeldre, hvor meget de har brug for hver
maned, for at leve det liv | lever.

Har du fundet et belgb som du forventer at kunne leve for, evt.
sammen med en partner, kan du saette belgbet ind i formlen
og bede Maple udregne, hvor meget du skal vinde.

Prgv f.eks. at udregne, hvor meget du skal vinde for at fa
udbetalt 45.000 kr. hver méned, resultatet vil maske overraske
dig.

Tilbage er bare at spgrge sig selv; »i hvilket spil, kan jeg vinde
sd mange penge?«
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Lad os antage, at du ldner 1000 kr. af din onkel. Din gerrige
onkel kraever at du betaler en rente pd 5% om mé&neden, og
at du fast afbetaler med 200 kr. om mdneden indtil at geelden
er betalt.

Nu undrer du dig selvfglgelig over, i hvor mange maneder du
skal afbetale pd lanet, og setter dig hen til Maple for at finde
ud af det.

Fgr du gar i gang, forbereder du Maple pd, at du vil regne med
penge og renter, ved at skrive;

with(Finance):

Derefter forteeller du Maple, at du vil beregne, hvor lang tid
du skal bruge pé at afbetale et 1an pd 1000 kr. med renters
rente, hvis du betaler 200 kr. ved udgangen af hver maned, og
renten er 5% per maned.

Det ggr du ved at bruge kommandoen amortization. Kommandoen

amortization har syntaksen:

amortization(Lant belgb, afbetaling, renter)

Dine noter
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Amortisere og plan

Vi skriver veerdierne ind i syntaksen i Maple, afslutter med
En

ter[)], og Maple skriver fglgende amortiseringsplan:

DeEsa KEE ap BTS = == <o I 1080 & a6
|searcn AksS |

| e (X

w (Com  Jmemms o BT UEE= Lg == «
with(Finance)
amortization( 1000, 200, 0.05)

n  Payment Interest Principal Balance
0.00  0.00 0.00  -1000.00 1000.00
1.00 200.00 50.00 150.00 850.00
2.00 200.00 4250 157.50 692.50
3.00 200.00 34.62 16538 527.12
4.00 200.00 2636 173.64 35348
5.00 200.00 17.67 18233 171.16
6.00 179.71  8.56 171.16 0.00

@

| amortiseringsplanen finder du en oversigt over antallet af
betalinger (n), den manedlige afbetaling (Payment), dine
tilskrevne renter (Interest), hvor meget du reelt afbetaler p&
gaelden(Principal) og restgaelden (Balance).

Tabellen viser, at du er 6 méneder om at tilbagebetale gaelden.
Farste kolonne (n) viser antallet af terminer, Payment viser,
hvad du betaler ved udgangen af hver méned - bemaerk, at du
den sidste méned kun betaler 179,71 kr.

Interest viser, hvor meget du betaler i renter, og kolonnen
Principal viser, hvor meget du reeelt afbetaler geelden med, nar
renten er trukket fra. Balance viser, hvor meget du skylder.

Nu kunne det jo veerre, at din gerrige onkel syntes, at han tog
for mange renter, og siger han fremover kun tager 5% p.a.



Amortisere og plan

Lad os antage, at du stadig gér med til at afbetale gaelden
med 200 kr. om maneden, hvordan ser amortiseringsplanen sd
ud?

For at du kan finde ud af, hvor leenge du skal afbetale pa
gelden, bliver du ngdt til at finde ud af, hvor mange procent
du betaler hver méned - dvs. 5% delt ud p& 12 maneder - og
skrive det ind i syntaksen.

| Maple ser det séledes ud:

'

Tools Window Help 2 son A

HE Qo #T> =Z=s Ga> 11 O%C & QK
) E—— |
| e e (Cow e e B[ U == L g S «

with(Finance) :

amortization( 1000, 200, %]

n  Payment Interest Principal Balance
0.00  0.00 0.00  -1000.00 1000.00
1.00 200.00 4.17 195.83  804.17
2.00 200.00 3.35 196.65 607.52
3.00 200.00 2.53 197.47  410.05
4.00 200.00 1.71 198.29 211.76
5.00 200.00 0.88 199.12  12.64
6.00 12.69 0.05 12.64 0.00

o Resdy @ Ediobie Mok Defaut Profi C:¥rogran Flesiapie 2021 Merery: .16 Time: .32 Zoom: 275% it ode

Du kan altsé ngjes med at afbetale i 6 maneder og det sidste
bidrag udggr 12 kr. 69 gre, og du har kun betalt 13 kr. i rente.
| det fgrste eksempel betalte du 179,71 kr.

Din tur!

Du har bedt om et 1an p& 4000 kr. af din
feetter, og lover at afbetale med 150 kr.
om maneden.

Din faetter laner dig gerne pengene, men
forlanger at du betaler 8% i rente p.a.
Lav en amortiseringsplan, og find ud af,
hvor lang tid du er om at tilbagebetale
ldnet til din faetter.

Jopauew 0§

Dine noter
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Dette sidste eksempel, du skal beskzftige dig med, er taget
med for at lere dig, at du i Maple kan »bygge« dine egne
komman- doer, der virker pd samme made, som de andre
kommandoer du har leert at bruge, som f.eks. futurevalue,
pastvalue osv.

Du har taget et 1dn pd 20.277 kr. i banken
til en rente p& 4% p.a., og er gdet med
til en ydelse pa 2500 kr. pr. maned.

Nu undrer du dig over, hvor mange ydelser
a 2500 kr. du skal betale, fgr du er feerdig
med at udbetale hele ldnet.

Desveerre for dig, kan du i Maple ikke finde
en kommando, der kan hjzelpe dig med at
I@se problemet, og du beslutter dig for selv
at lave en sddan kommando. (Husk at tilfgje kommandoen til
din Tasks - se side 22)

For at du, naeste gang du har brug for kommandoen, kan huske,
hvad de forskellige bogstaver betyder i din kommando, starter
du med i Text-mode at skrive;

a = afdrag
K =1an
r = rente

... og fortseetter i Math-mode;

la(a) — In(a— K - r)

,a, K, : + Ent
(1 +1) a r) nter!

n = unapply (
Du har nu bygget din fgrste egen kommando, og er parat til
at indtaste dine veerdier sdledes;

evalf(n(2500,20277,0.04)) = 9.9998553

Du skal altsé betale ti ydelser a 2500 kr. om maneden (25.000
kr), for at betale dit 1an pa 20.277 kr. til en rente pd 4% p.a.

Hemmeligheden ligger i kommandoen unapply. Hvis du vil
konstruere en kommando med flere argumenter, ud fra et
udtryk med flere variabler, som formlen vi anvender her, skal
du skrive variablerne som argumenter pa en liste, som vi ggr
til sidst (a, K.r) s& de kan bruges i regneudtrykket. Tilbage er



Hvor mange terminer?

bare at huske raekkefglgen. Selve formlen er hentet i en
formelsamling. | Maple ser det sdledes ud:

— === BIUE== 12 5% <
e In(a) —In(a— K-r
= v‘ ni= unapply( ( )ln(lgrr) ) ,a,K,r):

e )

evalf (n(2500, 20277, 0.04) ) = 9.9998553

e sk i o oy i B30 ey S T 0 T %

Kommandoen evalf bruges til at fremtvinge et decimaltal
(kommatal), men er ikke ngdvendig - du kan bare velge at
“fixe' det i kontekstme- nuen til hgjre.

Selv om at dette eksempel ser besveerligt ud, er det faktisk
simpelt at bygge sine egne kommandoer med unapply. Du kan
finde mange guidelines pa internettet.

Her er et simpelt eksempel til afslutning. Udregning af et
rektangels areal.

a:= unapply(h- b, h,b) :

a(3,5) = 15
l:nn\rml.mnmxmtmmw o8
(B} is=1=s} Siiﬁ AR BT>=EE=E 0mp N1 O%C @ QAR @ b
o rr——— g R «
= | |a = unapply(h-b, h, b) :

BE—ila(3,5)=15

Dine noter
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Opgaver

Du har lzert en masse, s& nu er det din tur til at saette noget
af alt din nye viden pa spil.

1) Du har sat 15.000 kr. i banken. Du far 5% i rente p.a..
Der er rentetilskrivning fire gange om aret. Hvor meget er de
15.000 kr. vokset til efter 5 ar?

2) Du har sat 1000 kr. i banken til 4% p.a. Der er ménedlig
rentetilskrivning. Hvor meget stdr der pd din konto efter 6
maneder?

3) Du har en opsparingskonto, hvor du satte penge ind for fem
ar siden. P& kontoen star der nu 18.447 kr. Du ved at du far
3,5% p.a. og der tilskrives renter hvert kvartal. Hvor mange
kroner satte du ind pa kontoen for 5 &r siden?

4) Du l&ner 10.000 kr. i banken til en rente p8 7,5%. Lav
en amortiseringsplan og undersgg, hvor lzenge du er om at
tilbagebetale belgbet, hvis du afbetaler med 500 kr. hver
méned?

5) Lav din egen kommando, der udregner arealet af en trekant,
hvis du kender hgjde og bredde.

6) Lav din egen kommando der udregner hypotenusen, hvis du
kender de to kateter.

7) Lav din egen kommando, der traekker momsen (25%) fra
et belgb.

{q°52°0 - q}Addeun=:swowuiw (2

{q & ;9 - ;2 N}Addeun=:ssnus1odAH (9

{a'y* & IAddeun=:jearyiueson (g
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Slutord

Muligvis har du gennemgaet alle siderne, muligvis har du lavet alle gvelserne, men Maple er
hermed ikke laert.

For at du skal blive god til fodbold, m& du traene, for at blive god til at tegne, ma du gve dig.
For at blive god til Maple, ma du traene og @gve - bruge Maple igen og igen.

Du bliver ikke god til matematik, ved at bruge Maple, men Maple kan hjalpe dig med, at blive
god til matematik, fordi du kan gve mere matematik pa kortere tid, og pd den made kan nd at
traene din forstdelse med Maple gennem flere gvelser.

Vi haber, at du kunne bruge haeftet, og haber du fgler, at du har lzert noget.
Hilsen Jesper og Gitte



